Entwicklung einer Geometrie der allgemeinen metrischen Linienelementraume by Moór, Arthur
85 
Entwicklung einer Geometrie der allgemeinen metrischen 
Linienelementraume. 
Von ARTHUR MOÖR in Debrecen. 
Inhalt. 
Einleitung 
1. Teil. Die Vektorübertragung und die Krümmungstheorie 
im allgemeinen metrischen Linienelementraum. 
§ 1. Festlegung der Metrik. — § 2. Das invariante Differential. — § 3. Transformations-
formeln der Grundgrößen. — § 4. Charakterisierung des Finslerschen Raumes. — 
§ 5. Autoparallele und extremale Kurven. — § 6. Beispiele. — § 7. Bestimmung der Torsion 
und der Krümmung des Raumes. — § 8. Bianchische Identitäten der Krümmungstensoren. 
II. Teil. Untersuchungen über die Bewegungsgruppen der allgemeinen 
metrischen Linienelementraume. 
§ 9. Infinitesimale Transformationen. Liesche Ableitung. — § 10. Die Bewegungsgruppe 
und deren Integrabilitätsbedingungen. — § 11. Sätze über die Bahnkurven der Bewe-
gungen. — § 12. Räume, in denen die Bewegungsgruppe n ( / t + l ) / 2 Parameter hat. 
Ein le i tung . 
Nach der Entwicklung der Geometrie der Riemannschen Räume hat 
zuerst P . FINSLER in seiner berühmten Arbeit [8]1) die differentialgeometrischen 
Untersuchungen auf allgemeinere Räume erweitert. Im Anschluß an diese 
Untersuchungen hat dann E. CARTAN darauf hingewiesen [3], daß die von 
P . FINSLER untersuchten Räume, die wir kurz als Finslerräume bezeichnen 
wollen, sich von anderen metrischen Räumen dadurch unterscheiden, daß ihr 
: Grundelement ein Linienelement ist. Seit CARTANS Untersuchungen betrachtet 
man einen Finslerraum als eine metrische Mannigfaltigkeit der Linienelemente 
(*•', vf), in der die Metrik durch eine metrische Grundfunktion F(x, »•) fest-
i) Die Zahlen in eckigen Klammen: deuten an das Schriftenverzeichnis am Ende von 
unserer Arbeit. 
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gelegt ist. Die Grundfunktion F(x,r) bestimmt den metrischen Grundtensor 
g;u des Finslerraumes durch die Formel: 
(0.1) Q l ^ - I — . . 
Im folgenden wollen wir die Geometrie eines allgemeineren Raumes 
2„ entwickeln. Die Verallgemeinerung wird darin bestehen, daß wir die Metrik 
des Raumes unmittelbar durch einen metrischen Grundtensor ga festlegen; 
die Komponenten des metrischen Grundtensors sind also nicht durch eine 
Grundfunktion F(x,v) in der Form (0.1) bestimmt. Dabei ist gik selbstver-
ständlich von dem Linienelement (JC;, it) abhängig. Der Finslerraum ist offen-
bar als Spezialfall in unserem Raum enthalten, denn der Finslerraum ist eben 
dadurch gekennzeichet, daß in ihm der metrische Grundtensor gm die Form 
(0.1) hat. (Vgl. die Bemerkung am Ende von § 1.) 
Eine derartige allgemeine Geometrie haben wir schon in unserer Arbeit 
[10] entwickelt, doch wollen wir jetzt noch weitere Verallgemeinerungen 
dadurch erreichen, daß wir die Bedingung 
A . « = A i o u — p l i A k 
durch eine allgemeinere ersetzen, und für die Übertragungsparameter des 
Raumes keine Symmetrieforderungen voraussetzen werden. Dabei fordern wir 
aber, daß die Übertragung metrisch sei. 
Unser Hauptziel ist die Untersuchung der Bewegungsgruppe und deren 
Integrabilitätsbedingungen bezüglich dieser allgemeinen metrischen Übertragung. 
Es wird sich zeigen, daß die Integrabilitätsbedingungen der Killingschen 
Gleichungen formal mit den für die symmetrische Übertragung bestimmten 
Gleichungen identisch sind, nur die Liesche Ableitung hat in tensorieller Form 
einen verschiedenartigen Charakter. Es kommt nämlich in der Lieschen Ablei-
tung auch der schiefsymmetrische Teil des Übertragungsparameters vor. 
Dementsprechend zerfällt unsere Arbeit in zwei Hauptteile. Die erste 
enthält die Entwicklung der Geometrie des allgemeinen metrischen Liniene-
lementraumes mit der Krümmungstheorie, während wir im zweiten Teil die 
Integrabilitätsbedingungen der Bewegungsgruppe und die spezielle Form des 
Hauptkrümmungstensors näher untersuchen werden. Wir wollen noch darauf 
hinweisen, daß die Symbolik der Geometrie, die wir im folgenden entwickeln 
wollen, formal sehr viele Ähnlichkeit mit der Geometrie der allgemeinen 
Räume aufweist, deren Grundelement eine Vektordichte vom Gewicht ( + p ) 
ist. (Vgl. [5], [9], [13]). Das werden wir im folgenden auch bei der Unter-
suchung einzelner Fälle noch zeigen können. 
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L TEIL. DIE VEKTORÜBERTRAGUNG UND DIE KRÜMMUNGSTHEORIE 
IM ALLGEMEINEN METRISCHEN LINIENELEMENTRAUM 
§ 1. Fes t l egung d e r Met r ik . 
Zugrunde gelegt sei eine (2n—l)-dimensionale Linienelementmannig-
faltigkeit 8„. Die Grundelemente von 2„ sind also die Linienelemente 
vi,...,vn) (oder kurz (x,v)), wo die x' einen Punkt, nämlich das 
Zentrum des Linienelementes, während die vi seine Richtung bestimmen. 
Offenbar kommt bei den v* nur ihr Verhältnis in Betracht, d. h. v1 und gvi 
(p > 0) bestimmen dieselbe Richtung. Dementsprechend müssen die charak-
teristischen Größen von g„ immer in den vi positiv homogen von nullter 
Dimension sein. 
Wir nehmen noch an, daß im Linienelementraum S„ ein metrischer 
Grundtensor gnix, v) existiert, der in /, k symmetrisch ist und außerdem nach 
ihren Argumenten mindestens viermal stetig partiell ableitbar ist. Für die 
Krümmungstheorie ist diese Annahme schon hinreichend; in denjenigen Fäl-
len aber, wo auch höhere partielle Ableitungen von gm vorkommen, wollen 
wir ihre Existenz und Stetigkeit immer voraussetzen. 
Die Länge einer Kurve 
r = *•'(/) 
zwischen den Parameterwerten tu t in 2„ bezüglich des Richtungsfeldes 
vi = vi(t) ist durch die Formel 
\ 
<1.1) s^ = \]lgiu{x(t),v(t))Zx*dt, 
bestimmt. 
Bedeuten S,'(x, ij und i\'(x, v) zwei Vektoren von S„, so ist die Länge 
von durch die Formel 
(1.2) S = 
bestimmt, während der Winkel 6 von und rf durch 
<1.3) cos 6 = gn£lL 
Vgj^rr 
festgelegt ist. Diese Formeln stimmen also mit denen der Riemannschen 
Geometrie (vgl. [4]) überein, nur hängen jetzt die in den Gleichungen (1. 1)— 
(1.3) vorkommenden Größen von (x1, r*) ab, während sie im Riemannschen 
Raum nur von xi abhängig sind. 
Wir definieren jetzt eine im folgenden sehr wichtige Funktion, die bei 
der Homogenisierung verschiedener Größen eine wichtige Rolle spielen wird. 
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Es sei 
(1.4) . 
Offensichtlich ist F(x, v) in 1/ homogen von erster Dimension, da gik homo-
gen von nullter Dimension ist. In einem Finslerraum ist F(x, 0) eben die 
Grundfunktion des Raumes, im 8„ hat aber F(x, v) keine solche fundamen-
tale Bedeutung, da in 8„ aus (1. 4) das Bestehen der Relation (0. 1) nicht 
folgt. 
Der Einheitsvektor, der die Richtung seines Stützelementes hat, hat die 
kontravarianten Komponenten: 
( I - 5 > . " - m f • 
Aus den Gleichungen (1.2) und (1.4) kann unmittelbar verifiziert werden, 
daß /' ein Einheitsvektor ist. 
Wie wir schon in unserem Aufsatz [10] darauf hingewiesen haben, kann 
in einem 2„ die Metrik ebenso wie im Finslerraum durch die zum Punkt 
x' gehörige Caratheodorysche Indikatrixfläche 
(0) 
F(x, / ) = 1 




charakterisiert werden (vgl. [16] Gl. (2.4) und (2.5)). 
BEMERKUNG. Nach ( 1 . 1 ) und ( 1 . 4 ) kann 8 „ auch als einen Finslerraum 
betrachtet werden, in dem aber — wie wir es im folgenden sehen werden-
die Übertragung eine Verallgemeinerung derjenigen von CARTAN ist. (Vgl. [3J 
und [8.]) 
§ 2 . D a s inva r i an t e Di f fe ren t i a l . 
Wir werden in diesem Paragraphen ein invariantes Differential der Vek-
toren und Tensoren bestimmen. Da unser Raum 2„ im wesentlichen ein 
Spezialfall des affinzusammenhängenden Linienelementraumes ist, wird das 
invariante Differential eines Vektors I1" die Form: 
(2.1) D | ' + M ^ d v + L ' ^ d x 
haben, wo für M/k 
(2.1a) M / k t = M/o = 0 
besteht2) (vgl. [15] Gleichung (1,4), S. 8). Selbstverständlich müssen noch die 
-) Wie gewöhnlich bezeichnen wir die Überschiebung mit /• immer mit einem Index „0 
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Größen Ai/t und L/k durch den metrischen Grundtensor gik ausgedrückt 
werden. Vorher wollen wir aber noch die Formel (2.1) des invarianten Dif-
ferentials auch in anderen Formen bestimmen. 
Bezeichnen wir das invariante Differential von /' mit o?(d), dann ist 
auf Grund von (2. la) 
(2.2) m\d) = (dl + M0\) dt + La\ dx\ 
wo dfc das Kroneckersche Symbol3), und 
- Mjk — FMfk 
bedeutet, außerdem soll Mjk noch die Bedingung 
(2.3a) (di + M ^ W - M t i ^ t i , 
d. h. 
(2.3b) M.JiMQ'k = 0 
erfüllen; auf diese Weise erhält man aus der Formel für o? (d): 
d y = dti = {ioi(d)-L0ikdxk)(#i-M03i). 
Setzen wir aus dieser Gleichung dvi in (2.1) ein, so wird: 
(2.4) D£ = d2 + <o/(d)& 
mit 
(2.5) <»/(d) M;\ojk(d) + Lj'kdx1-, 
wo 
(2.6a) M - \ ^ M i r ( d r k - M ; K ) , 
(2.6b) ¿*'n=L/ t—Mj'tLok 
ist. Die Relation (2.3b) gibt also mit (2. la) zusammen für M/k zwei Bedin-
gungen. O . VARGA hat in seinem Aufsatz [15] (Gl. (1.4a) S . 10) statt (2.3b) 
die Bedingung MoJ, = 0 gesetzt, für uns wird aber für das folgende die 
schwächere Bedingung (2.3b) genügen. Diese kann leicht realisiert werden; 
z. B. durch die Annahme: M0\ = tAk. Es wird dann (2.3b) nach (2. la) 
identisch erfüllt sein. (Wir_werden diesen Fall in § 6. D*) näher untersuchen). 
Beachtet man, daß wegen der Homogenität von nullter Dimension in 
den r4' 
3) Der Wert von ¿1 ist gleich 1 oder 0, je nachdem i = k, oder i + k i st . 
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ist, wo „||ia die Operation 
bedeutet, so folgt aus (2.4)—(2.6b) wenn dlk wie vorher durch wk(d) aus-
gedrückt wird, daß das invariante Differential eines Vektors auch in der 
Form: 
(2.7) ' = + 
darstellbar ist, mit 
(2.8) £ = H'—|?||rC* + C ' k f , 
(2. 9) r';fc = r ' l k a C * ) + M7k£-
Die Formeln (2.8) und (2.9) sind die erste und zweite kovariante Ableitung 
von im Raum 
Sn • 
Wir wollen jetzt zeigen, daß die M*\ und L*'k mit M/k bzw. mit L/k 
gleichberechtigt sind. Aus den Gleichungen (2.6a) und (2.6b) kann man 
nämlich M/k und Ljk ausdrücken; nach einer Überschiebung von (2.6a) mit 
< c t + M0"m) bzw. mit V wird im Hinblick auf (2.3a) und (2. 3b): 
M j ' m — M j ' k ( d m + Mom), Mom = M''~m . 
Aus (2.6b) bekommt man nach einer Überschiebung mit l> wegen (2. 3b) 
L*uk = (Ö'r Mor) Lok. 
Aus dieser Gleichung erhält man L0'k nach einer Überschiebung mit 
{dj -f Ai/i); setzt man den erhaltenen Wert von L0\ in (2.6b) ein, so wird 
(2.10) L j \ = L ' \ + M / r C k 
w. z. b. w. . 
Wenn man also die Übertragung aus gik bestimmen will, so genügt 
hierzu schon die Bestimmung von M*'k und durchzuführen. Wir fordern: 
die Übertragung mit den Übertragungsparametern MJ\ und L*'k sott metrisch 
sein. Die analytische Bedingung dafür ist das Verschwinden des invarianten 
Differentials von gik. Nach den Gleichungen (2. 7)—(2.9) ist das gleichbe-
deutend mit 
(2. 11) g!k;m =gik\\r{tfm-M7m)-2M;ikym = 0, 
(2. 12) gik\m=dmgik ¿Ta 11rL*orm — 2L'(ik)m = 0. 
Diese beiden Gleichungen geben eine Relation für den symmetrischen 
Teil von M'km und L*ikm. Bezeichnen wir mit f i i k m den schiefsymmetrischen 
Teil von Ai,*„, in /, k, so ist 
M * k m = M( 'k )m + u i k m , f i i l m - Ai[*J,]m 
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t; 
und nach (2.11) wird: 
{2. 13) M*km = Aikr(örm—Mo'm) + uikm, 
wo 
<2.13a) A b . M ^ H , 
den die Raumtorsion bestimmenden Tensor bedeutet. Überschiebt man (2.13) 
mit /', so wird: 
(2.14) AC.(<fc + i C r ) = V r + ft',. ' 
Wir nehmen noch an, daß die Gleichung 
(2.15) (ti + A0\)ß = Jr 
für ß eindeutig lösbar ist. Die Bedingung dafür ist. offenbar 
Def |d i + A M + 0 . 
Auf Grund von (2.15) kann aber M? m aus (2.14) nach einer Kontraktion 
mit Jk leicht bestimmt werden; substituiert man dann diesen Wert in (2.13), 
so wird 
(2.16) Ai.'m = Aikr(drm — (Aom + Pom) Jt) + (¿ikm • 
Diese Formel bestimmt die allgemeinste Form für M*km in 8„; doch ist der 
Tensor Pikn, noch nicht ganz frei wählbar. Nach (2. la) und (2.13) soll 
(2.16a) f i a o = 0, 
und nach (2.3b) und (2. 16) wegen 
Mlkm==Mokm, 3t AokrJ1=ß 
soll auch die Relation 
(2.16b) (Aorm + Ho'm) fr(A0\ + Hot) j \ = 0 
bestehen. Das sind n2 Gleichungen, und wegen der Schiefsymmetrie von 
fiitm in /', k wird der Tensor /ua.m insgesamt. 
JV = y n2(n - l ) - n 2 = i - n 2 ( n - 3 ) . 
Komponenten haben, die noch frei wählbar sind, doch so, daß (2. 16a) 
bestehe. Für h = 3 ist also z. B. t*ikm schon — im allgemeinen Fall — auf 
Grund der Bedingungen (2.16b) eindeutig festgelegt. 
Jetzt gehen wir zur Bestimmung von L%m über. Statt der Gleichung 
(2.12) nehmen wir aber die mit. (2.12) äquivalente Relation: 
(2.17) ^dmgik—AikrLV-m—L'^ — 0. 
92 А. Мобг 
Aus dieser Gleichung soll also ¿im bestimmt werden. Es kann leicht verifi-
ziert werden, daß . . . 
(2.18) r , L = [ 1кт ) -А & т г7ш—АктгГ?< + А,тгГ7к 
mit 
[/Ar/n]>= Y (dmgik + digkm — dkgim) 
eine Lösung von (2.17) ist, denn substituiert man statt L'lkm die Größe Г*кт 
in die. Gleichung (2.17), so wird (2.17). identisch erfüllt sein. Г?кп ist in /', m 
symmetrisch; die allgemeinste Lösung von (2.17) hat also die Form: 
(2.19) Lihm —Г{кт-\-Aikm, 
wo aber Aikm einen solchen Tensor bedeutet, der so gewählt werden muß, 
daß die Relation (2. i7) erfüllt sei. 
Für die vollständige Bestimmung der Übertragung muß noch Г*кт durch 
gik ausgedrückt, und die Form von Aikm bestimmt werden. Nach einer Über-
schiebung von (2. 18) mit l' wird: 
(2.20) rlrsHnkm = [okm}, [okm] = [ikm]l\ 
wo 
H T \ m 6 1 + A o k & m + A h n ' f Aom* <51 
bedeutet. Existiert der inverse Tensor von Я ™ ^ , ist also die Gleichung 
H km К pq == dp • 
für KkmM eindeutig lösbar — was wir im folgenden immer annehmen wollen — 
so wird nach (2. 20) 
(2.21) T'pq = [okm] I^^pq. 
Setzt man jetzt diesen Wert von Г'рд in die Gleichung (2.18) ein, so erhält 
man Л*,» ausgedrückt durch den Grundtensor des Raumes. 
Wir bestimmen jetzt die Form von АЛт. Da Г*кт eine Lösung von 
(2.17) ist, d. h. Г'кт eine metrische Übertragung bestimmt, so folgt aus den 
Formeln (2.17) und (2. 19) für АЛт die Relation: 
(2.22) А(ас)т + АатЛоГт = 0. 
Aikm soll jetzt durch, seinen in /, к symmetrischen bezw. schiefsymmetrischen 
Teil dargestellt werden. Es ist 
A Oim = A(ik)m + Oikm, Oikm = A[a\m 
und nach (2. 22) wird: 
Aikm = AikrAJ„ + Oikm . 
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Eine Überschiebung mit V ergibt 
<2. 23) AJM ((fr + A,kr) = a_ 
k in • 
Auf Grund von (2. 15) kann aus dieser Gleichung nach einer Überschiebung 
mit j t der Tensor //„',„ bestimmt werden, und somit bekommt man auch 
Die allgemeinste metrische Übertragung wird also nach (2.19) die Form 
haben, wo r*km durch (2.18) und (2.21) bestimmt ist, aikm aber einen in 
/, k schiefsymmetrischen, noch frei wählbaren Tensor bedeutet. 
Die Übertragung (2.18) ist im allgemeinen unter den Übertragungen 
(2. 24) dadurch ausgezeichnet, daß sie in den Indizes /, m symmetrisch ist. 
Aus der Forderung, daß L*kw in /, m symmetrisch sei, folgt nämlich nach 
(2.24) auf Grund der Symmetrie von JT,*,,, in /, m, daß: 
(2.25) ^[,¡<.>1—oQ\mAi]krJl ==0 
besteht. Der Tensor aikm ist aber in i, k schiefsymmetrisch, somit hat er 
1/2 ri2(n—1) Komponenten, während (2. 25) aus n" Gleichungen besteht. Somit 
ist o;k„,= 0 im allgemeinen die einzige Lösung von (2.25). Hat aber (2.25) 
außer <7,fc,« = 0 auch andere Lösungen, dann existieren im Raum 2„ außer 
der durch (2.18) bestimmten Übertragung auch andere symmetrische Über-
tragungen. 
Wäre die Übertragung auf die angegebene Weise nicht bestimmbar, 
wenn z. B. der Tensor Kk'"vq nicht eindeutig bestimmbar wäre, so könnte 
man auf folgende Weise verfahren. 
Wir betrachten die durch (1.4) gegebene Funktion F(x, v) als die Grund-
funktion eines Finslerraumes, und bestimmen dann die Cartanschen Über-
( F ) C) 
tragungsparameter r*km. Selbstverständlich bestimmt r*k,u bezüglich des metri-
schen Grundtensors g* von 2„ eine nicht-metrische Übertragung. Mit der 
Methode von A . KAWAGUCHI können wir dann eine bezüglich gik metrische 
Übertragung konstruieren (vgl. [11]). Wir setzen 
und fordern, daß diese L*km die Gleichung (2.17) befriedige. Das ergibt für 
T(f*)m die Relation: 
(2.24) 
2 
dmgik—Aikr(rorm 4- r j , a ) — ( r ' k ) m + Tiikym) - 0. 
Nun ist 
Tikm = T(it)m 4" Oikm , Oücm = , 
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somit hat man 
1 (F) (F) 
Тосш — ~2 dmgik Aikr(r'rm + Т 0 Г т ) Г(&)т + О Am • 
Nach einer Oberschiebung mit V erhält man eine Gleichung für r 0 r m , die auf 
Grund von (2.15) lösbar ist. Somit erhält , man т Л т und Ц к т ausgedrückt mit 
Oikm und mit dem Grundtensor gik des Raumes S n . 
Zum Schluß dieses Paragraphen zeigen wir noch, daß die erste kovari-
ante Ableitung des Einheitsvektors /' identisch verschwindet, wenn die Über-
tragungsparameter Цкт durch (2.24) bestimmt sind. Wir werden im folgen-
den übrigens immer diesen Fall betrachten. 
Nach (1.5) und (1.4) hat man in Hinsicht auf (2.18) 
Drücken wir jetzt Г'кг nach (2.19) mit ¿4r aus, so wird: 
drlj = —l j(L'or + A00kLZ\) + VA0\(lk + Л«.*). . 
Nach (2.23) ist aber wegen der Schiefsymmetrie von о й т in /', к 
Aokr(lk + Aook)=0, 
somit ist 
(2.26) d r l ^—lKLoor + AookL^r). 
Aus den Gleichungen (1.4) und (1.5) folgt noch unmittelbar die Formel 
(2.27) V W ^ d i - V i L + A ^ ) . 
Aus der Definitionsgleichung (2.8) der ersten kovarianten Ableitung 
folgt nun auf Grund von (2.26) und (2.27) 
(2.28) />|r = 0 
w. z. b. w. Die Gleichung (2.28) besteht übrigens auch in den affinen Räu-
men; nur steht in jenen Räumen statt das Grundelement V (vgl. [15] S. 13). 
Auf Grund von (1.4) kann auch leicht die Relation 
(2.29) F |* = 0 
abgeleitet werden. 
§ 3 . T r a n s f o r m a t i o n e f o r m e l n d e r G r u n d g r ö ß e n . 
In den vorigen Paragraphen haben wir die folgenden Grundgrößen in 
den allgemeinen metrischen Linienelementraum Й„ eingeführt: 1. den metri-
schen Grundtensor gik, 2. den Tensor luiJtm, 3. den Tensor <тЛш. Der Tensor. 
gik bestimmt dabei die Metrik von S„, während /ил„, und аЛт (die in i, к 
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schiefsymmetrisch sind) zusammen mit gtlt die metrische Übertragung in 2». 
bestimmen. Diese drei Tensoren betrachten wir als die Fundamentaltensoren 
von 2„, alle übrigen Größen von 2,, sollen also immer durch diese Tensoren 
' ausgedrückt werden. 
Die anderen Größen, die das invariante Differential im Linienelement-
raum 2„ festlegen, haben die folgenden Transformationsgesetze : 
M/k, bzw. M/k sind Tensoren. Man kann nämlich die Formel (2. 1) als-
ein invariantes Differential eines affinzusammenhängenden Linienelement-
raumes betrachten, dann muß aber M/k tensoriellen Charakter haben. (Vgl. [15] 
Gl. (1,5) auf S. 8.) Aus demselben Grunde hat die folgende Transfor-
mationsformel (vgl. [15] Gl. (1,6) auf S. 8): 
(3. i) Vk = L^p-plpi + M; t r i p l ( a^p l )p7 f + ( d j p № , P r j = | f p p t = ^ 
Aus den Formeln (2.6a) und (2. 6b) folgt nach einer einfachen Rech-
nung, daß die Größen Lfk dieselben Transformationsformeln haben, wie die 
Übertragungparameter eines Riemannschen Raumes, d. h. 
(3.2) L ' \ = Ctp-p ip i + Prd^p]. 
Aus der Gleichung (2.24) folgt, da oikm, Aikm und Jrt offensichtlich Tensoren 
sind, daß die Transformationsformel von rpk mit der von Lpk übereinstimmt. 
B e m e r k u n g 1. Der Tensorcharakter von A,jk folgt unmittelbar aus 
der Definitionsgleichung (2.13a), da die Operation eine tensorielle Ope-
ration ist. 
B e m e r k u n g 2. Die Transformationsformeln (3. 1) und (3.2) könnten 
selbstverständlich auch aus ihren Definitionsgleichungen (2.24), (2.6b) und 
(2.10) bestimmt werden. 
§ 4 . C h a r a k t e r i s i e r u n g des F ins le r schen Raumes . 
Wir wollen in diesem Paragraphen dasjenige Problem näher untersu-
chen, wie die Finslerräume unter den allgemeinen Linienelementräumen ge-
kennzeichnet sind. Wie wir schon in der Einleitung erwähnt haben, können 
die Finslerräume durch die Relation (0.1) charakterisiert werden, wo die Funk-
tion F(x,v) durch (1. 4) angegeben ist. Wir werden aber statt der Bedingung 
(0.1) eine einfachere Relation für die Charakterisierung des Finslerraumes 
unter den allgemeinen Räumen 2„ bestimmen. 
Nach der Gleichung (1.4) wird in 2„ allgemein 
(4.1) , 
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bestehen, da gr„ in r, s symmetrisch ist. Angenommen daß der betrachtete 
Raum L'„ ein Finslerraum ist, so bestehet auch (0. 1); nach den beiden Glei-
chungen (0. 1) und (4. 1) folgt aber, daß im Finslerraum die Gleichung 
( 4 . 2 ) l ' Or'grk + r 'ückgri + ~ r r d U j > g „ = O 
eine Identität ist. Beachten wir jetzt, daß gik in den v! homogen von nullter 
Dimension ist, so folgt aus (4. 2) nach einer Überschiebung mit iJ: im Hin-
blick auf die Eulersche Relation: 
^VtMáY, —0. 
Multipliziert man jetzt diese Gleichung mit 1/2 und differenziert man sie 
partiell nach so wird wegen der Symmetrie von g„: 
(4.3) y S i ' é s g r . + v d j g * 0. 
Aus (4. 2) und (4. 3) folgt nun unmittelbar 
(4.4) V d,±gri = 0. 
Diese Relation ist kennzeichnend für den Finslerraum, da aus (4. 4) schon 
die Relation (0.1) abgeleitet werden kann. Die Finslerräume können auch 
durch (4.4) charakterisiert werden; die Formel (0.1) kann man dann aus 
( 1 . 4 ) leicht beweisen. Diesen Weg befolgte E . CARTAN in seiner Arbeit [ 3 ] . 
Der von uns benützte Weg war eben die Umkehrung des Cartanschen Weges. 
Das war uns wegen der Gleichberechtigkeit der Gleichungen (0. 1) und (4. 4) 
möglich; beide Gleichungen charakterisieren also die Finslerräume unter den 
allgemeinen metrischen Linienelementräumen 
t 
§ 5 . Au topa ra l l e l e u n d e x t r e m a l e K u r v e n . 
Eine Kurve x' ==*'(/) werden wir in einem allgemeinen Linienelement-
raum immer nur bezüglich einer einparametrigen Folge der Linienelemente 
.'•'(/) erklären (vgl. [10] § 2). Der Parameter t wird als Bogenparameter be-
zeichnet, falls 
ist; nach der Gleichnung (1.1) wird nämlich in diesem Falle 
Si.» = t> — ti 
bestehen. Im folgenden werden wir immer — wenn wir das Gegenteil nicht 
nachdrücklich bemerken — die Bogenlänge als Paraméter wählen, und sie 
— wie gewöhnlich — mit s bezeichnen. 
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Definition. Der Kurve xl = x'(s) ist bezüglich des Richtungsfeldes 
i '(s) eine quasiautoparallele Kurve, falls das invariante Differential des Tan-
gentenvektors 
... dxl 
' ' - I T 
verschwindet. Ist ?/' = §', so wird x'(s) nur als autoparallele Kurve bezeichnet. 
Die Differentialgleichung der quasiautoparallelen Kurven ist also: 
(5D ^ L + Mri, dxi dxJ dx* =0 ds2 ds ds ,' L,k ds ds U-
ojk(d) Der Wert von J- ' ist nach der Angabe von ?;'(s) .eindeutig bestimmt. r'(s) 
bestimmt nämlich nach (1.5) den Einheitsvektor l'(s); somit wird nach (2. 2) 
(¿>k(d) und (2. 10) die Formel von J die Gestalt 
(5.2) + + M»k} —- Ml'': 
haben. 
Das Feld v'(s) kann z. B. durch eine natürliche geometrische Forde-
rung festgelegt werden. Fordert man nämlich, daß das Richtungsfeld v'(s) 
längs der Kurve x' — x'(s) eben mit der Richtung des Tangentenvektors jj'(s) 
identisch sei, d. h. 
4f=/;(5)==§i(s) 
bestehe, so ist das Richtungsfeld längs der Kurve x' = x'(s) eindeutig be-
stimmt, und die Differentialgleichung der autoparallelen Kurven wird nach 
t* <>• & 
Aus der Gleichung (5.2) bekommt man aber nach einer Überschiebung mit 
(ti—Moi) auf Grund der Gleichung (2. 3a) 
/tL A\ d l 1 I /*>' e j k ( d ) , 
und somit wird aus der Gleichungen (5. 3) und (5.4): 
(5.5, ^ - 0 . 
Diese Gleichungen sind also die Differentialgleichungen der autoparallelen 
Kurven, falls /' = S' besteht. Diese Gleichungen können noch in der äquiva-
A 7 
I 
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lenten Form 
(5.5a) d X k ds' ' J ds ds 
geschrieben werden, wie das nach einer Überschiebung von (5.2) mit 
( t T k — A f s o f o r t verifiziert werden kann (vgl. [10] § 6). 
* * * 
Wir gehen jetzt zur Bestimmung der Differentialgleichung, der extrema-
len Kurven über. Durch die Formel (1.1) ist die Bogenlänge einer Kurve 
bezüglich des Richtungsfeldes r'(s) festgelegt. Wir wollen jetzt das Rich-
tungsfeld mit Hilfe der Kurve x' = x'(s) längs dieser Kurve in der Form 
dxk 
<-'" - x'), 
festlegen, wo der Strich jetzt und im folgenden die Ableitung nach dem 
Parameter s, also die Ableitung nach der Bogenlänge bezeichnet. Wegen der 
Wahl des Parameters hat man also 
(5. 6) F(x, x')^]!gij{x,v{x,x'))x"x:k == 1. 
Definition. Eine extremale Kurve, oder kurz Extremale des allge-
meinen metrischen Linienelementraumes 8„ ist die Lösungskurve des Varia-
tionsproblems: 
d J F(x( = 
u'o F durch (5.6) angegeben ist. 
Die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen dieses Variationsprob-
lems sind auf Grund von (5. 6): 





? = x==-dT> 
den Tangentenvektor der Extremale bedeutet. 
Wir werden jetzt die Gleichung (5. 7) umformen. Auf Grund der Defi-
nition des invarianten Differentials, bekommt man für den kovarianten 
Vektor £A- : 
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Nach den Gleichungen (2.18) und (2. 24) und wegen der Schiefsymmetrie 
des Tensors aijk in i,j wird 
(5.9) y ZZdJgv = (CJk + AljrJrta0\ + AijTrl\)Ztj. 
Substituiert man die entsprechenden Werte aus (5.8) und (5.9) in die Glei-
chung (5.7), so bekommt man die allgemeinste Form der Differentialglei-
chungen der extremalen Kurven. Es wird: 
(5.10) ^ + [ 2 L \ k m - A U ß ° ' K + r : \ + dkvr)]$i% + 
+ M l ^ ^ + = 0, ^ = 
Wir werden zwei Spezialfälle näher betrachten. Im Falle A nehmen wir 
an, daß das Richtungsfeld v* allein von xl abhängig ist. Im Falle B nehmen 
wir an, daß das' Richtungsfeld vi mit dem Richtungsfeld des Tangentenvek-
tors | ' (s) zusammenfällt. 
Der Fall A. Unsere Annahme ist also in diesem Falle, daß 
V1 = lJ(x) 
ein allein wom Orte abhängiger Vektor ist. Da wegen der Wahl des Para-
meters längs der Extremale vi = li ist, kann 
gesetzt werden. Nach der Transformationsformel (3.2) folgt unmittelbar, 
daß einen Tensor bestimmt. Die Operation „Vi" kann übrigens als 
ein Spezialfall der kovarianten Ableitung (2.8) betrachtet werden; denn aus 
(2. 8) erhält man eben die genannte Operation, wenn statt der Übertragungs-
parameter L%k die Übertragungsparameter 
r?jk genommen werden. Nach 
(2.24) ist also die Operation „V*" eine kovariante Ableitung, für die oi]k = 0 
gilt. 
Die Differentialgleichung der . Extremalen wird nach (5.10) in diesem 
Falle die Form: 
^ r + P LhU]-AijrUrtoA+\7kv^ + M ^ i C ^ = 0. 
haben. Wir bemerken hier, daß diese Gleichung formal auch die von J. G. 
FREEMAN bestimmte in sich enthält (vgl. [9] Gleichung (4.2)). Analog den 
autoparallelen Kurven können die durch (5.10) bestimmten Kurven Quasi-
extremalen bezeichnet werden, während die Extremalen durch vi = x'1 charak-
terisiert sind. 
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Der Fall B. Dieser Fall ist durch die Relation 
(5.11) ,;> = £ '=X' i = /< 
charakterisiert. Aus (5.10) bekommt man nach Heraufziehen des Indexes k 
wegen (5.11): 
+ M ' \ j ) + 2 L ^ - A ^ i ß « " + r ' " * ) = 0-
us as • 
dA Drückt man jetzt ^ mit Hilfe des invarianten Differentials aus, ebenso, wie 
v o r h e r - ^ - mittels (5.8) bestimmt wurde, so wird: 
ds 
(5. 12) + + + 
n ä"uk 
Im Falle r/„t = 0, also für eine symmetrische Übertragung hat (5. 12) 
die einfache Form: 
(5.12a) tf + M + + ~ = 0. 
Es kann leicht verifiziert werden, daß diese Gleichung die unmittelbare Ver-
allgemeinerung der in unserem Aufsatz [10] für die Extremalen abgeleiteten 
Differentialgleichung ist (vgl. (6.12) von [10]). Üm die Differentialgleichung 
(6.12) von [10] zu erhalten, müßte man in (5. 12a) für die Übertragungs-
parameter Af,*ft bzw. für den Torsionstensor Aijk die Bedingungen 
M'-k = Aijk, Aojk=pljAk 
ojk(d) stellen und dann (5.12a) für ^ auflösen. 
Im Falle 0 ^ = 0 wollen wir noch die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für 2„ angeben, daß die autoparallelen Kurven C„ gleichzeitig 
DA°°k 
Extremalen seien. Nach (5.5) und (5.12a) soll offenbar ^ — 0 längs 
jeder autoparallelen Kurve bestehen. Beachtet man, daß nach unserer Forde-
rung ^ = 0 die einzige Lösung von (5.12a) sein soll, so kann folgendes 
Theorem behauptet werden: 
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T h e o r e m A. Ist oijk = 0, und ist v' = x'i, so sind die autoparallelen 
Kurven C„ des Raumes g„ mit den Extremalen identisch, falls die Relationen 
D Awk 
Det | $ + M'k„j + M*k'jAoor | =f= 0, ^— = 0 . 
längs Ca bestehen. 
§ 6 . Be i sp ie le . 
In diesem Paragraphen wollen wir durch einige Beispiele die Erfüllbar-
keit der gestellten Bedingungen beweisen. 
• 
A*) Der Fall des Finslerschen Raumes. Wie im § 4. gezeigt wurde, 
kann dieser Fall durch (4.4) charakterisiert werden. Die durch (2.16) und 
(2.24) bestimmte Übertragung ist aber eine Verallgemeinerung der Cartan-
schen Übertragung. Auf Grund von (4.4) ist nach (2.15) Jk = <fk; somit 
erhält man für die Übertragungsparameter folgende Relationen: 
(6. 1) Mikm — Aikr(d'm Wu'ni) +/'|7.II! , Likm — Fikm A,kroJm -f- ö;km • 
Aus (2. 16b) erhält man für eine Gleichung, die etwa durch die For-
derung 
. f*irm = h[ilr\km 
erfüllbar ist, wenn hi,km,lr drei aufeinander orthogonale Vektoren bestimmen. 
Möglicherweise kann statt des Vektors /( auch kt gesetzt werden; dann wird 
i'„rm = 0 bestehen. 
B') Der Fall Aolk = pliAk. Die symmetrische Übertragung ist in [10] 
in diesem Falle ausführlich behandelt. Wir verweisen noch darauf, daß die-
ser Fall formal mit der von J . A. SCHOUTEN und J . HAANTJES zuerst entwi-
ckel ten Geometrie (vgl. [13] und [5]) übereinstimmt. Imfolgenden wollen wir 
in erster Reihe die Abweichung dieser Übertragung vom symmetrischen Fall 
angeben. 
Aus der Gleichung (2. 15) folgt, daß j t die Form 
ß^d'k-pl'Ak = <fk-A0tk 
hat. Die Übertragungsparameter erhält man aus (2.16) und (2. 24) wieder in 
der Form (6.1), Für den Tensor i*n.M ergibt aber die Relation (2.16b) n2 
Bedingungsgleichungen, wie im allgemeinen Fall. 
Für L*jk ist der in i,k symmetrische Fall im allgemeinen durch Oy,; = 0 
charakterisiert. Die explizite Form der symmetrischen Übertragungsparameter 
kann nach der Methode von [10] berechnet werden (vgl. [10] (3,15)—(3,22)]. 
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Es ist 
(6.2) r:jb=[ijk\-<:Aijm{o'r}[(dru-irk)d:'+ 
+ K'S'gt+ptiA.) (lkgmq—Ak"q) ] y—<Jjky, 
wo (ijky noch zwei weitere Glieder mit zyklischer Permutation von /, j, k 
bedeutet, in denen aber vor dem letzten Glied auch das Vorzeichen noch 
geändert ist. Der Tensor Kl ist durch die Relationen 
(drt+pA,Ar)K'q = ö'q 
festgelegt. 
C*) Der Fall ukm = 0. Wählt man für f<,fcni einen Tensor für den fikm = 0 
besteht, so ergibt (2.16b) eine Bedingung für den Tensor A0Tm. Wenn 
Jr9>Pk = Öpr 
für den Tensor yf lösbar ist, so daß 
D e t | / ' | + 0 
besteht, erhält man aus (2.16b) nach einer Überschiebung mit <pf die Formel 
Ar I'Ap. — () 1 » M J R « » I — 
Diese Formel ergibt mit (2.16) zusammen: 
M'k __ A k *r*o m no m t 
wie man das nach einer Kontraktion von (2.16) mit / ' sofort verifizieren 
kann. Die Bedingung (2.3b) wird somit nach M*km = M0km mit 
A0\A0rk = 0 
äquivalent. 
D*) Der Fall Mlkm = lkAm. Es wird auf Grund von (2.14) 
(6. 3) lk Am —— Af0 km Akm 4" (*okm . 
Nach einer Überschiebung mit lk wird im Hinblick auf die Schiefsymmetrie 
von ftikm in den Indizes /, k : 
(6- 4) oom • 
Nach der Gleichung (2.13) erhält man wegen der speziellen Form des Ten-
sors M*km: 
(6. 5) M'lnn = Aikm + ftikm 
Auf Grund von (6. 3) und (6. 4) könnte für fiikm etwa die Formel 
(6 . 6 ) f.7tm = 2 l[kA |0|i]m 
gewählt werden. Die Bedingung (2.3b) ist wegen M0h = M*ji und auf Grund 
von (6.5) und (6.6) identisch erfüllt. * 
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§ 7 . B e s t i m m u n g d e r T o r s i o n u n d d e r K r ü m m u n g d e s R a u m e s . 
Die Torsions- und die Krümmungstensoren des Raumes werden wir mit 
Hilfe der Cartanschen (»-Symbolik der äußeren Produkte und der äußeren 
Ableitungen Pfaffscher Formen bestimmen (vgl. [4] Chap. VIII, [1] S. 209—210).4) 
Die Theorie der Pfaffschen Formen setzen wir als bekannt voraus. 
Die Torsionstensoren des metrischen Linienelementraumes 2„ können 
nach der Cartanschen Methode durch Berechnung der Pfaffschen Form: 
(7.1) 
berechnet werden, wo „d" und „d" die zur invarianten Differentiale „D" 
und „<du gehörigen vertauschbaren Differentialen bedeuten. Da xi ein Skalar 
ist, wird Dxl = dx? bestehen; somit bekommt man aus (7.1) und (2.4) 
<7.2a) & i2i = [dxtcot'(d)l 
oder in ausführlicher Form nach (2.5) wird: 
<7. 2b) = M}\ [dx>ojk] + [dx^ dxk], 
wo 
<7.3) ^ = 
bedeutet. Der Tensor Af/'* ist der Tensor der Raumtorsion; den Tensor ß f t 
tiezeichnen wir auf Grund der Gleichung (7.3) als den Tensor der Über-
tragungstorsion. Der Tensor Mfh bestimmt nämlich nach (2.16) für fiikm = 0, 
die Abweichung des Raumes 2n von einem Riemannschen Raum. In einem 
Riemannschen Raum ist nämlich A>kr = 0; somit verschwindet auch M''k. 
Die Relation (7.3) zeigt, daß der Tensor ß'** die Abweichung der Übertra-
gung vom symmetrischen Fall charakterisiert. 
Die Krümmungstensoren des metrischen Linienelementraumes 2„ kann 
man durch Berechnung der Formel 
bestimmen, wo nach (2.4) 
<7.4) 
ist Bei der ausführlichen Berechnung von £2/ muß die Homogenität nullter 
Ordnung der Größen in den v\ die Formel: 
d Q = (a,Q::.-Q •.:.\\mCmt)dxt + Q::. \\m(d?-M'0mt)w\d) 
— die für jede Größe Q:: r besteht, wenn Q - . in den v{ homogen von null-
ter Dimension ist — beachtet werden, .weiter muß man bei der Bestimmung 
*) IM gibt n u r eine kurze Zusammenfassung der Theorie der Pfaffscher. Formen, die 
aber für unsere Untersuchungen schon hinreichend ist. (Vgl. [1J § 9.) 
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des vollständigen Krümmungstensors (2.26) und (2.27) anwenden, und die 
Identitäten 
(o° = 0 , MZ,„,{lr + Aoor) = A<Mm 
benützen. Der erste dieser beiden letzten Identitäten folgt offenbar aus der 
Definition von OJ' im Hinblick auf die Relation: Dgik = 0, während die zweite 
aus (2.14) nach Überschiebung mit /,.- unmittelbar verifiziert werden kann: 
Es wird somit: 
(7. 5) < 2 / - y /?/ ( ,[crx'i/r] + PMdx 'oS ] + ~SMOSoj*) , 
wo 
(7.6) ' Rju — R/,s + M? r{tfp + M ^ R A , 
mit 
(7. 7) ~2 Rjis= d[sL\j\t\ ¿„'"[.»¿|j|'/]||m 
(7.8) p;<* — I! (<r - a C „ ) m'mmV, I, - C - \ ijp i\ö-m+ 
(7.9) y ^ M * \ t | | - M U \ Ö - M ] \ N C \ | | p ( ö ( t - M Z ) ( d ? j - M | „ f s ] ) + 
+ M]"\t M*m\s] 
bezeichnet. Rj'ts ist der vollständige Riemannsche Krümmungstensor, R/ta der 
Hauptkrümmungstensor des Linienelementraumes S„. Beide Krümmungsten-
soren, zusammen mit S/t» sind in ' i , s schiefsymmetrisch. 
Auf Grund der Identität: 
(JD—DJ)gik =—2S2(ik) = 0 
folgt, daß die Krümmungstensoren (7.6), (7.8) und (7.9) in den ersten beiden 
Indizes schiefsymmetrisch sind. Die Formel (7. 5) bestimmt die Krümmungs-
tensoren wegen (o° = 0 nicht eindeutig. Durch die Forderung 
(7.8a) P/i0 = 0, (7.8b) S/to = 0 
wird die Zerlegung (7.5) eindeutig. Nach (2. la) und (2.28) folgt, daß (7. 8a) 
erfüllt ist. Für den Tensor S/t0 erhält man aber nach (2. 27): 
Für die Eindeutigkeit der Zerlegung (7.5) müßte man also statt des Tensors 
(7.9) den Tensor _ 
einführen. 
Wir zeigen noch, daß der vollständige Riemannsche Krümmungstensor 
und der Hauptkrümmungstensor miteinander gleichwertig sind. 
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Da aus R/u nach (7. 6) der Tensor R/t, bestimmbar ist, müssen wir 
noch zeigen, daß auch /?/*,, den Tensor R/is bestimmt. Überschiebt man die 
Relation (7.6) mit ' 
so wird nach (2. 3b): 
Ro tst = = Ro M0 m). 
Substituiert man das in (7.6), so wird 
(7.10) Rj't» = R/t,—M?'m R0mis, 
und das beweist unsere Behauptung. 
§ 8 . B i a n c h i s c h e I d e n t i t ä t e n d e r K r ü m m u n g s t e n s o r e n . 
Bei der Untersuchung der Bewegungsgruppen von 2„ werden wir die 
Bianchischen Identitäten der Krümmungstensoren (7.6) und (7. 7) benötigen. 
Wir können ebenso verfahren, wie E . CARTAN im Riemannschen, bzw. im 
Finslerschen Raum verfuhr (vgl. [3], [4]). 
Bilden wir die äußere Ableitung von (7. 2b), so wird im Hinblick auf 
(7 .4) : 
(8 .1) (ß ; ) '—[¿ jc 'ß / ] + [öVß'J = 0. 
Bilden wir jetzt die äußere Ableitung von (7.4), so wird: 
(8.2) ( ß / ) ' + [W„'.Q/] - [ < Ä ' ] = 0. 
Aus den Identitäten (8. 1) und (8.2) erhält man die Bianchischen Identitäten 
für den vollständigen Riemannschen Krümmungstensor nach einer Substitu-
tion ojk = 0. In tensorieller Form geschrieben wird: 
(8. 3) y ( / ? „ , > - AC, \ ,„ - 2 ß ? ' f t ß ; ' M + {zykl.},,,̂ - = 0, 
(8.4) R/km |,. + P/ktRo'mr + 2R/kt£2%tr + {zykl.Jw = 0, 
wo {zykl.}„,jfc die zyklische Permutation der Indizes m,j,k bedeutet und 
i2*'k durch (7.3) angegeben ist. 
Die Bianchischen Identitäten des Hauptkrümmungstensors (7.7) können 
mit Hilfe gewisser Vertauschungsformeln abgeleitet werden. Die Methode, die 
wir anwenden wollen, hat für den Cartanschen Raum E . T. DAVIES ent-
wickelt (vgl. [6] S. 24). 
Ist v) ein kovarianter Vektor in £„, so sind für die Identitäten 
von Ricci: ' ..' ~ 
(8.5) 2 ; i y M ^ - ; r R i j k - t i i R : J k - 2 i ; i i r $ r k . 
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Offenbar kann man die Identitäten von Ricci auch auf beliebigen Tensoren 
erweitern. Nach einer kleinen Rechnung kann die Vertauschungsformel 
(8 .6) c.-Uli«— — 
leicht- verifiziert werden. Differenziert man jetzt (8. 5) kovariant nach x', per-
mutiert man dann die Indizes j,k,l zyklisch, beachtet man noch (8.6) und 
die Identitäten von Ricci für den Tensor £¡1̂ , so wird im Hinblick auf (8. 3) 
und (7.10) 
+ LYjWt&u + 2RirjtQl'l + { z y k l » + 
+ -:,•!!,(/?:,^ + LVi\\tl3Ro\, + 2R0rJfQl'l + { z y k l » = 0. 
Da in dieser Formel beliebig gewählt werden kann, hat man: 
(8. 7) R , ' ^ + LYjWtRju + 2 Ä ^ ß ? , + {zykl.Jjki = 0. 
Diese Gleichungen sind die Bianchischen Identitäten für den Haupt-
krümmungstensor Ri'ki- Wir bemerken noch, daß auf Grund von (7.10) im 
wesentlichen auch die Identitäten (8. 3) für den Hauptkrümmungstensor be-
stehen. 
II. TEIL. UNTERSUCHUNGEN UBER DIE BEWEGUNGSGRUPPEN 
DER ALLGEMEINEN METRISCHEN LIN1ENELEMENTRÄUME. 
§ 9 . I n f i n i t e s i m a l e T r a n s f o r m a t i o n e n . L i e s c h e A b l e i t u n g . 
Die Transformation 
<9.1) x i = xi + ?(x)d< 
nennt man eine infinitesimale Transformation, falls dt infinitesimal ist. Für 
Linienelemente (x, r ) bestimmt (9.1) auf Grund der Transformationsformel 
vi = vrdrXi 
der Linienelemente eine Transformationsformel von der Form: 
(9.2) xi = x i + g t(x)d/f • 5 i = t,i + t>,8,Sfdi. 
In unserem Raum 8„ bedeutet eine Transformation der Grundelemente immer 
die erweiterte Transformation (9.2). 
Die Liesche Ableitung eines geometrischen Objektums £2 bezüglich der 
Transformationsformel (9. 2) ist durch 
( 9 .3 ) j a ß g J k z ß & l i it->- 0 ot 
bestimmt (vgl. etwa [14] S. 76). Die Liesche Ableitung eines kovarianten 
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Vektors r}i bekommt man in tensorieller Form, wenn man die Größen dum 
nnd dkV nach (2.8) mit Hilfe der ersten kovarianten Ableitung ausdrückt-
Es ist 
¿ n i = ' ¿ . - u s m + ^ I I - G I . - 2S2'r0g)+7 ]m ( r i l - 2 ß ; m , r ) . 
Für einen allgemeinen Tensor T}\zYs hat man: 
<9.4) ' 
k ' k 
Ist die Übertragung symmetrisch, so erhält man aus (9.4) eben die Formel 
<4.1) von [14]. Das zeigt unmittelbar, daß die Formel (9.4) nicht nur in den 
metrischen Räumen gültig ist, sondern auch in den allgemeinen nicht-sym-
metrischen affinzusammenhängenden Räumen besteht. 
Wir werden noch die Liesche Ableitung der Übertragungsparameter 
LVk benötigen. Nach der Transformationsformel (3.2) von ¿"4-ergibt (9.3) 
die Formel: 
(9.5) ACh = + RlkX + L?k\\r(?\o + + + 
Offenbar ist auch diese Formel die Verallgemeinerung des symmetrischen 
Falles (wir haben nämlich die metrischen Eigenschaften der Übertragung 
nicht benützt)5). 
§ 10 . Die Bewegungsgruppe u n d d e r e n In tegrab i l i t ä t sbed ingungen . 
Eine Bewegung im metrischen Linienelementräume 8„ bedeutet eine 
Punkttransformation, der die Bogenlänge aller Kurven invariant läßt; dabei 
verstehen wir jetzt unter Kurve eine einparametrige Folge (*'(/), f l ' (0) der 
.Linienelemente, für die 
besteht, (t bedeutet hier einen allgemeinen Parameter.) Da nach der Formel 
( 1 . 1 ) 
(ds \2 , ....... .. dxl 
t¿tJ X)X'X ' X =~dt 
besteht, ist (-4T- | bei einer Bewegung eine Invariante. Ist also die infinite-' 
'") GY. Soös hat die Liesche Ableitung in einer noch nicht veröffentlichten Arbeit 
für sehr allgemeine Räume, sog. «-Räume behandelt. (GY. Soös, Über die geometrischen 
Objekte allgemeiner differentialgeometrischer Räume. I, II, Acta Math. Acad. Sei. Hung. im 
Erscheinen). " • 
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simale Transformation (9.1) eine Bewegung, dann ist 
!..)• «¡7 A 
s~—s = 0. 
Ebenso wie in einem Finslerraum erhält man aus dieser Gleichung mit der 
Vernachlässigung der höheren Potenzen von dt (vgl. [12] S. 556—557): 
grkdg+girdkZ + Fdrg* + g » | | „ l'drF = 0. 
Nach der Gleichung (9. 3) oder (9 .4) kann leicht verifiziert werden, daß 
unsere letzte Formel mit 
(10.1) J g a t = 0 . 
identisch ist. Nach (9.4) ist (10.1) wegen £;k|m = 0 mit 
(10.2) Se|t) + A a m ( r \ o - 2 Q , ' r ^ ) - 2 Q t H a i t f = 0, l = g l k f 
äquivalent"). Diese Gleichungen sind die Killingschen Gleichungen in 8„. 
Bestimmt also eine infinitesimale Transformation (9.1) eine Bewegung 
im Linienelementraum 8„, so befriedigt der. Vektor §'(*) das Differential-
gleichungssystem (10.2). 
Um die Integrabilitätsbedingungen von (10.1) bestimmen zu können, 
benötigen wir noch zwei Vertauschungsformeln, undzwar 
(10.3) J(?to|fc)—(zT/j,j)|t = — 
und 
(10.4) = 
wo /¡¡j einen beliebigen kovarianten Tensor zweiter Stufe bedeuten kann. Die 
Identität (10.3) erhält man bei der Beachtung von (9.4), im Hinblick auf 
die Identitäten von Ricci und nach der Formel (9. 5). Die Identitäten von 
Ricci müssen . selbstverständlich für einen Tensor zweiter Stufe angewandt 
werden; die Relation (8.5) ergibt sie nämlich bloß für einen Vektor, die 
Verallgemeinerung bietet aber keine Schwierigkeiten. Ebenso müssen wir noch 
die Analoga der Vertauschungsformeln (8.6) für ija benützen. Die Formel 
(10.4) bekommt man unmittelbar, wenn ä a u f Grund von (9.3) in der 
Form: 
= gdrTiij + v rdrgHdj«il i j+ n n d i i + Virdj^r 
benützt wird. Wir. bemerken noch, daß die Formeln (10. 3) und (10.4) auf 
beliebige Tensoren erweitert werden können. 
Jetzt können wir schon die Integrabilitätsbedingungen von (10.1) be-
stimmen. Eine kovariante Ableitung der Gleichung (10.1) nach xl zeigt .auf 
Grund der allgemeinen Relation (10.3), daß die Gleichung 
( ^ * ) | , = 0 
'•) Wir haben (10.1) mit 2 dividiert. 
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in der Formel 
(10.5) dLVk — 0 
enthalten ist. Eine Reihe der Integrabilitätsbedingungen von (10.1) erhält 
man also durch die Bestimmung der Integrabilitätsbedingungen von (10.5). 
Nach der Gleichung (9.5) bekommt man statt (10. 5): 
(10.6) + /?/,,.r + + 2S?:r^) + + 2<2'j,]kS' = 0. 
Differenziert man jetzt diese Gleichung kovariant nach x1, vertauscht man 
dann die Indizes k und /, so erhält man einen Ausdrück für 2|>|,-|p!|ij. Diese 
Differenz kann aber auf Grund der Identitäten von Ricci und im Hinblick 
auf (10.6) durch & und ausgedrückt werden; somit bekommt man unter 
Beachtung der Bianchischen Identitäten (8.7) des Hauptkrümmungstensors 
Ri'u eine Gleichung für und ^j,,. Beachtet man noch die Formel 
(10. 7) /?/w||, = 2£?( tü,„ |,j + 2L?,|| (o;.', + 2l>L7{k\\lÄllo 
so sieht man, daß die erhaltene Gleichung eben 
(10.8) JRi>u = 0 
ist. Weitere kovariante Ableitungen ergeben auf Grund von (10. 5) im Hin-
blick auf die Verallgemeinerung von (10.3): 
<10.9) J(RtJa U,k..j„,,.) = 0. 
Differenziert man jetzt (10. 1) partiell nach so wird auf Grund der 
Formel (10.4): 
<10.10) <Järi g:k = 0 
und nach weiteren partiellen Ableitungen nach ry bekommt man: 
(10.11) = 0, <),. r = — r - ^ r , (r = 1 ,2 , . . . ) . 
Es kann leicht verifiziert werden, daß 
(10.12) d**JL?k—Jdr»<L?k = 0. 
besteht; dabeiist d ^ ß u auf Grund des Transformationsgesetzes (3.2) von 
LVk ein Tensor. Aus (10. 12) folgt nach (10.5): 
(10.13) JdV'...rsL'ik = 0, (s = 0, l , . . . ) 7 ) . 
Wegen der Homogenität, kommt bei diesen Gleichungen nur die letzte in 
Betracht, da daraus schon die Gültigkeit der Übrigen folgt. (Vgl. etwa [14] 
S. 79, oder [6], Gleichung (3.11).)s) 
7) s = 0 gibt eben (10.5). 
s ) In [6] ist zwar das Grundeiement eine kovariante Vektordichte vom Gewicht —1, 
der formale Apparat ist aber dem unsrigen bezüglich der Gleichung (10.13) ganz ähnlich. 
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Die kovarianten Ableitungen von (10.13) ergeben noch die Reihe 
(10. 14) (¿ld<K..«.L*Jk) U...|mt = 0. 
Die Integrabilitätsbedingungen können wir also im folgenden Theorem zu-
sammenfassen : 
T h e o r e m B. Die Integrabilitätsbedingungen von (10.1) sind die Glei-
chungen (10.5), (10.8)—(10.11), (10. 13) und (10. 14). 
Alle übrigen Integrabilitätsbedingungen sind schon in diesen enthalten. 
Wir müssen also noch zeigen, daß die Bedingungen 
(10.15) \Jdckgi,)\m = 0, 
und 
(10.16) do mJRik i = 0 
schon in den bisherigen Integrabilitätsbedingungen enthalten sind. 
Nun kann die Formel 
(10. 17) . ( ö^y ) |m — = — djürm(vdcrg,j— gir$— grjti) 
unmittelbar verifiziert werden. Beachtet man jetzt daß für eine Bewegung die 
Liesche Ableitung nach (10.3), (10.4) und (10. 13) mit der kovarianten Ab-
leitung nach x' und mit der partiellen Ableitung nach v' vertauschbar ist, so 
erhält man nach der Lieschen Ableitung von (10.17) wegen Jg-,>|„1 = 0 und 
¿1,̂  = 0 eben die Relation (10. 15). 
Betreffs des Beweises der Relation (10.16), beachte man, daß wegen 
(2.29) die Gleichung (10.7) in der Form: 
. d*tR/u = 2(dctL]J\k)\i} + 2i2lrid„ttfr + 'vdrtL7[köML\tU 
geschrieben werden kann. Nach Anwendung der Lieschen Ableitung auf bei-
den Seiten dieser Gleichung, bekommen wir im Hinblick auf (10.12) und 
(10.13) eben die Gleichung (10. 16), w. z. b. w. 
§ 1 1 . Sätze ü b e r d i e B a h n k u r v e n d e r B e w e g u n g e n . 
Wir werden in diesem Paragraphen die Analoga zu einigen Sätzen be-
züglich der Bewegungen die M . S. KNEBELMAN für den Finslerraum bestimmt 
hat, in unserem Linienelementraum 2„ untersuchen. (Vgl. [12] § 10.) Die 
durch (10. 2) bestimmten Killingschen Gleichungen werden wir in der Form 
(11.1) Imdmgat+v.d<mg*dr?+gt*d&+gird)tlr = 0 
benützen. 
Entwicklung einer Geometrie der allgemeinen metrischen Linienelementräume. 111 
In einem geeigneten Koordinatensystem kann erreicht werden, daß 
§ ' = d i besteht. Aus (11.1) wird dann 
(11.2) 3 ^ = 0. 
Aus dieser Gleichung "folgt ebenso wie bei KNEBELMAN (vgl. [12] S. 557) die 
Feststellung, daß es in einem 8„, in dem eine Bewegungsgruppe existiert, 
ein Koordinatensystem gibt, für daß (11.2) erfüllt ist. Aus (11. 2) folgt näm-
lich, daß die endlichen-Transformationen 
(11.3) x' = x'-\-d[t 
die Bogenlänge nicht verändern, und aus (11.3) folgt noch, daß diese Transfor-
mationen eine Gruppe bilden. Auch im S„ besteht also der Satz: 
Gestattet 8„ eine infinitesimale Bewegung, so gestattet Sn auch eine einpara- • 
metrige Bewegungsgruppe, die von der infinitesimalen Bewegung erzeugt wird. . 
Ebenso wie im Finslerraum kann man auch im Linienelementraum 8„ 
beweisen, daß zwei linear-unabhängige Bewegungen verschiedene Bahnen haben. 
(Vgl. [12] S. 558.) 
Es scheint zweckmäßig zu sein, die Translationen in den allgemeinen 
metrischen Linienelementräümen 2„ etwas anders zu definieren, als im Fins-
lerraum (vgl. [12] S. 558), oder im Riemannschen Raum (vgl. [7] § 52). Für 
die Translationen geben wir die folgende 
Definition. Eine Bewegung ist eine Translation, falls ihre Bahn-
kurven gleichzeitig autoparallele Linien von 8„ sind. 
Im Finslerraum, bzw. im Riemannschen Raum stehen statt autoparal-
lerer Linien die geodätischen Kurven; diese sind aber in diesen beiden 
Räumen mit den autoparallelen Linien identisch. Somit stimmt unsere Defini-
tion mit der gewöhnlichen überein, falls 8„ einen Finslerschen, bzw. Riemann-
schen Raum bedeutet. Im allgemeinen Linienelementraum 8„ sind aber die 
autoparallelen Linien und die Extremalen, d. h. die geodätischen, Kurven,, 
wie wir in § 5. gezeigt haben, verschieden. 
Im Finslerraum haben die Translationen die charakteristische Eigen-
schaft, daß ihre Bahnkurven eine geodätische Linie unter gleichem Winkel 
schneiden. Im Linienelementraum 8» ist das nur unter gewissen Bedingungen 
wahr. Es besteht das 
T h e o r e m C. Bestehen' in einem Linienelementraum 8» längs einer 
autoparallelen Linie C die Relationen: • 
(11.4) . Aoor = 0, oiM = 0 
und bedeutet T eine Translaiion, die in einem geeigneten Koordinatensystem 
durch (11.3) dargestellt ist, so schneiden die Bahnkurven von T die autopa-
rallele Linie C unter demselben Winkel. 
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B e m e r k u n g . Da (11.3) die Bahnkurven der Translation bestimmt, 
kann man mit einem geeigneten Koordinatensystem erreichen, daß im Fins-
lerraum 
1 
—y Ougn ==0 
bestehe. (Vgl. [12] S. 558—559, insb. Gl. (10.12.)) In unserem Raum g» 
kann diese Relation mit der in [12] angegebenen Methode nur dann erreicht 
werden, wenn die Bedingungen (11.4) im ganzen Raum bestehen. 
B e w e i s d e s T h e o r e m s C. Nach unserer Annahme ist die Bewe-
gung (11.3) eine Translation. Der Vektor der Bewegung ist somit S' = (J'i, 
und es besteht auch die Gleichung (11.2). Bedeutet x' = x'(s) die auto-
. parallele Kurve C, so ist nach der Gleichung (5. 5a) 
d~x' dx' 
(11.5) % = = 
und der Winkel 6 der Bahnen mit der autoparallelen Kurve C ist 
dx' 
cos 
Differenziert man diese Gleichung nach s, so wird wegen (11.5) längs C 
(11.6) - ¿ - c o s e = ( d t g v - g v L ; i b - 2 A l u i L r t ) d f s . 
Aus (2. 12) folgt: 
d k g i } — 2 A i ß L V k - 2 L ' m : = 0. 
Überschiebt man diese Gleichung mit Ulk und drückt man dann aus dieser 
Gleichung L\00 aus, so kann sofort festgelegt werden, daß (11.6) in der Form 
cos 6 = L'luu ds 
angegeben werden kann. Nach den Formeln (2. 24) und (2.18) folgt aber im 
Hinblick auf die Gleichungen (11. 2) und (11.4) wegen aüfu = — a/uu = 0, 
daß längs C L\oo — 0 ist. Somit wird 
• -tj— cos 0 = 0 
ds 
w. z. b. w. 
I s t x ' = r ( s ) die Gleichung einer Kurve, so nennt man den Vektor 
/('' = £'|jA:'-' den assoziierten Vektor von bezüglich der Kurve x'(s) (vgl. 
etwa [12] S. 560). Für den assoziierten Vektor besteht das 
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T h e o r e m D. Bestehen in einem 2„ längs einer Kurve Cdie Relatio-
nen (11.4) und ist f der Vektor einer Bewegung, so ist der assoziierte Vektor 
fi' orthogonal zur Kurve C, wenn l'=x'1 ist. 
B e w e i s . Überschieben wir die Gleichung (10.2) mit l ! lk , so wird 
nach 
und nach (11.4) längs C die Gleichung 
(11.7) 2ß,*oue, = 0 
bestehen. Nach (2. 24) ist aber auf Grund der Symmetrie von r,*„, in t, m 
= "['IAH A[t\kr\0\u\m\Js-
Nach den Bedingungen (11.4) ist dann wegen der schiefen Symmetrie des 
Tensors n,u„, in t, k längs der Kurve C 
-q:,„ = o. 
Somit beweist die Gleichung (11.-7) eben das Theorem D. 
§ 1 2 . R ä u m e , in d e n e n d i e B e w e g u n g s g r u p p e - ^ n ( n + 1) 
P a r a m e t e r h a t . 
Die Bewegungsgruppe des wird von denjenigen Geschwindigkeits-
vektoren c' der Transformation (9. 1) erzeugt, die den Killingschen Gleichun-
gen (10.2) genügen. Da die Zahl der Gleichungen (10.2) l/2n(n+l) ist, 
kann die allgemeine Lösung von (10.2) höchtens l/2n(n + 1) Parameter haben. 
H. C. W A N G hat bewiesen (vgl. [17] S. 5.): 
Wenn in einem n-dimensionalen (n > 2) Finslerraum E„ eine Bewegungs-
gruppe existiert, die r> 1 2n(n — I > —i— I Parameter hat, dann ist E„ notwen-
digerweise ein Riemannscher Raum von konstanter Krümmung. 
Im allgemeinen metrischen Linienelementraum ist dieser Satz nicht 
zutreffend. Die Methode von H. C. WANG, mit der er diesen Satz bewiesen 
hat, ist auch im Raum anwendbar, und führt zur Gleichung 
= 0. 
Nach (1. 4) ist aber diese Gleichung mit 
( i 2 . i ) 
identisch. Aus dieser Gleichung kann aber in noch nicht gefolgert wer-
den, daß g:j von den t* unabhängig ist. Doch bedeutet die Relation (12.1) 
eine Beschränkung für g;j die wir im folgenden Theorem zusammenfassen. 
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T h e o r e m E. Existiert in einem metrischen Linienelementraum 2 » ( n > 2 ) 
eine Bewegungsgruppe, die r > \/2n(n—1)+ 1 Parameter hat, so erfüllt sein 
metrischer Grundtensor gij die Relation (12.1). 
Wir betrachten im folgenden einen Linienelementraum 8„, in dem eine 
Bewegungsgruppe mit l / 2 n ( n + l ) wesentlichen Parameter existiert, und wol-
len in einigen Spezialfällen die Gestalt des Krümmungstensors untersuchen. 
Dazu schreiben wir die Killingschen Gleichungen (10. 2) in der Form: 
(12.2) £* + £w = 0, 
wo 
(12. 3) i,7i c(-|,; + A-„„ ( r ! o - 2 ß ; m ü § , ) - 2 ß r ( . f c . i i 
bedeutet. Nun betrachten wir die folgenden Spezialfälle 
A.) Cik = Rjkll, = 0, ß ? * = 0 ; 
A,) - f/iJk = 0, q | , = 0, = R r , r k ; 
A,) 0, AiklK = 0. 
Wir beweisen jetzt das folgende Theorem: 
T h e o r e m F. Im Falle A,) ist die Krümmung des metrischen Linien-
elementraumes 2„ identisch Null; im Falle A2) ist der Linienelementraum 8„ 
von skalarer Krümmung; im Falle A3) hat der Hauptkrümmungstensor die 
Form: 
Rhu = + R-g^Pi-it 
U'O Qlnj von DVt und deren kovarianten Ableitungen abhängt. 
B e w e i s . Im Falle Aj) bekommt man aus (12.2) : 
( 1 2 . 4 ) £ « | » = 0 , S I = G I R Z . 
Wir wollen jetzt die in der Riemannschen Geometrie angewandte Methode 
benützen (vgl. [7] § 53). Differenzieren wir (12.4) kovariant nach xk, so 
wird : 
( 1 2 . 5 ) = 
Auf Grund dieser Gleichung besteht offenbar: 
(12. 6) C . U * + g i W d + + £ 4 1 » = 0. 
Nach der Gleichung (8.5) folgt bei der Beachtung der Bedingungen des 
Falies A,) und im Hinblick auf (8.3) und (7. 10) 
(12.7) SiLU = - ZrRSj. - - CrRkrji 
da nach den gestellten Bedingungen 
(12.8) Rikm = Ribm 
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besteht. Aus der Gleichung (12.7) folgen die Gleichungen (12.5) und (8.5). 
Bilden wir jetzt die Integrabilitätsbedingungen von (12. 7) und benützen wir 
die Identitäten von Ricci für 
so bekommen wir ebenso, wie im Riemannschen Raum (vgl. [7] § 53): 
U & ^ - f t ' v l i ) + U M R ^ i - ö ' i R f u + öiRkj.—d'jR'u) = 0. 
Existiert also im Raum Ö„ eine Bewegüngsgruppe mit l/2/i(/z + l ) 
Parametern, so folgt aus unserer letzten Gleichung, wegen der schiefen Sym-
metrie von (vgl. (12.4)) : 
Rl'!j[k Rl:. ij\l=0 
und 
(12.9) + f + /?/'» = 0. 
Wir können jetzt ganz analog wie in der Riemannschen Geometrie verfahren, 
(vgl. [7] § 53), da nach (12.8) der Tensor RiJH auch in i,j schiefsymmet-
risch ist. Setzt man in (12.9) r = /, so wird nach einer Summation auf / im 
Hinblick auf (8. 3) und (7. 10) 
(12.10) RkuJ = - ^ ( g t j R , k - g u R j , y Rik^Ri'ki. 
Eine Überschiebung mit g'J ergibt, daß Rki ein symmetrischer Tensor ist. 
Eine Überschiebung von (12. 10) mit gik ergibt dann, daß 
(12.11) Rjt = l-RgjU RtiRi 
besteht. Überschiebt man jetzt (12.10) mit lk, so wird man nach (12.11) 
R — 0 erhalten, das beweist aber auf Grund von (12. 10) und (12. 11) unsere 
Behauptung im Falle A,). 
Einen Linienelementraum g,„ dessen Hauptkrümmungstensor identisch 
Null ist, bekommt man, wenn gik allein von den v' abhängig ist, und nach 
unserer Bedingung a;*m = 0 besteht. Das ist aus den Formeln (2.24), (2. 18), 
(2.21) und (7.7) ersichtlich. Die Räume S„, in denen der metrische Funda-
mentaltensor von den ?/ unabhängig ist, sind die Verallgemeinerungen der 
Minkowskischen Räume. Es ist nach (2. 18) und (2.21) jetzt offenbar F*k = 0. 
(Vgl. auch die Formel (6.2)). Wäre jetzt noch auch AIKM — 0, so wäre 
¿•¡fc = konst; der Raum 2„ wäre somit bezüglich der Metrik ein Euklidischer 
Raum. Das invariante Differential ist aber auch in einem Descartes-schen 
Koordinatensystem von der Form: 
n-r.i = rfr.i-L-v >,,r>rrnk(rl\' ^ " •! I F-R/I'J t-J \U) , 
somit ist dieser Raum eine Erweiterung des Euklidischen Raumes. Die Er-
weiterung zeigt sich in dem Vorhandensein des Raumtorsionstensors JKA. 
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Im Falle A,.) bekommt man ebenso, wie vorher die Gleichungen (12. 4)— 
(12.7). Die Integrabilitätsbedingungen von (12.7) ergeben aber jetzt auf 
Grund der Identitäten von Ricci die Gleichungen: 
^(Ri';;\k—Rkrij\i L^Rjk,) + W'kRnj-tiRjw + ÜRk'ji-d'jR/k,) = 0. 
Hat nun die Bewegungsgruppe l / 2 « ( n + l ) wesentliche Parameter, so 
existiert auch eine Lösung dieser Gleichung mit' l;2n(n + l) Parameter, 
d. h. nach (12.4) bekommt man die Gleichung (12.9) und 
Rl ij\k — Rk //|/ + Li ;!!,/?„ kl = 0.. 
Nun wollen wir uns mit der Gleichung (12.9) beschäftigen; diese Glei-
chung bestimmt schon die Form des Krümmungstensors. Nach einer Verjün-
gung auf r, l wird aus der Gleichung (12. 9) im Hinblick auf (7. 10) und (8. 3) 
(12. 12) (n-l)/?/,v-№',;; = ÜRjk-djRik, Rh — R!\r. 
Nach einer Verjüngung auf j, t wird : 
(12.13) R'ik = 2(n—\)Rl!k]. 
Nach einer Verjüngung auf k, t bekommt man aus (12. 12): 
(12.14) (2n —1)^=2%]. 
Aus den Gleichungen (12. 13) und (12. 14) folgt nun 
(12.15) % i = 0, R,r,j = 0. 
Die Gleichung (12. 12) geht somit in 
(12. 16) R,V: = j^T(gitRfl.-gjfRik) 
über, wo nach (\2. 15) der Tensor Rjk symmetrisch ist. Eine Überschiebung 
mit i f ' ergibt aus (12.16) wieder die Relation Rp = 1 ; n R g ß ; somit wird 
aus (12. 16) 
(12.17) Rk,j; = n ( / f _ 1 } ( g k j g u - g t j g k i ) • 
Hieraus ergibt sich aber, daß der Linienelementraum 2„ bezüglich des Haupt-
krümmungstensors Rjw ein Raum von skalarer Krümmung ist Die Räume, 
deren Krümmungstensoren die Form (12.17) haben, sind immer Räume von 
skalarer Krümmung im Sinne von L. BERWALD ; er hat nämlich die Finsler-
räume skalarer Krümmung durch 
(12.17a) RJuk = R(ßl-lj h) 
gekennzeichnet. Aus der^ Formel (12.17) folgt aber offenbarnach einer Über-
schiebung mit /*/> für R0'„i die Form (12. 17a). (Vgl. [2] Gleichung (13.3).) 
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Ist R = konst., so ist 2„ ein Raum von konstanter Krümmung. Damit haben 
wir den zweiten Teil des Theorems F bewiesen. 
Da nach (12. 17) RMJi in den ersten beiden Indizes schiefsymmetrisch 
ist, so folgt aus (7. 6) wegen der schiefen Symmetrie des vollständigen Riemann-
schen Krümmungstensors in den ersten beiden Indizes, daß auch 
M ' y ^ + AC,)/?/,., 
in /, j schiefsymmetrisch ist. Aus der schiefen Symmetrie folgt nun wegen der 
speziellen Form (12. 17) des Hauptkrümmungstensors RktJi, daß 
besteht. Nach einer Überschiebung mit l\öl—Af*\) erhält man nach den 
Gleichungen (2.6a), (2. la) und (2.3b), daß schon M'ij)k = 0 ist. Auf Grund 
von (2. 13) wird daher 
A,jr(d'k—Af*'',.) - - 0, M*jk == f'.Ax, v) 
bestehen. Eine Überschiebung mit ( $ + M*kt) ergibt'sofort nach (2.3a), daß 
A,jt = 0 besteht; der Raum ist also eine unmittelbare Erweiterung des 
Riemannschen Raumes. Der metrische Grundtensor gik(x) bestimmt nämlich 
einen Riemannschen Raum von konstanter Krümmung, das invariante Diffe-
rential hängt aber vom Linienelement ab. Es ist") 
DrC = drf + (¡¿r'ta)<(d) + r:\dx') r f . 
Nach (12.3) ist = |/.. Im Raum existiert also der Raumtorsionstenso 
,ur't(x, r). 
Wir wollen uns jetzt mit dem Fall A3) befassen. Nach unseren Annahmen 
A;jk = 0, .9*0,) = 0 
folgt auf Grund der Formel (2. 24), daß 
ß.'-fc = ö[,| j|fcj, £2*(jk) = ~ ot iJk) = 0 
besteht. Da oljk in i, j immer schiefsymmetrisch ist, so beweist unsere letzte 
Gleichung die schiefe Symmetrie des Tensors aijk in allen Indizes. oijk ist 
selbstverständlich von (x, v) abhängig. Der Raum 2„ ist also wieder eine 
Erweiterung des Riemannschen Raumes, da die Tensoren uijk und a i jk nicht 
verschwinden. Es tritt also in diesem Falle entgegen den vorigen Fällen ne-
ben dem Raumtorsionstensor fiiJk auch eine Übertagungstorsionstensoi oljk auf. 
Aus der Gleichung (10. 2) wird : 
Wir bemerken, daß im Falle Am 
werden kann, daß ¿*Jt = r * \ i s t 
= 0 und Q ' t = 0 aus ( 2 24) leicht gefolgert 
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und nach kovarianter Ableitung nach x1 wird: 
Auf Grund dieser Gleichung kann die Relation 
unmittelbar verifiziert werden. Nach den Identitäten von Ricci, d. h. nach 
den Gleichungen (8.5) wird wegen §'||/. = 0 : 
+ Y + + + + + = o . 
Beachten wir jetzt die Bianchischen Identitäten (8. 3)-nachdem wir in (8. 3) 
statt Rm'jk auf Grund von (7. 10) RJju eingeführt haben-, so wird man aus 
unserer letzten Gleichung 
(12.18) & M * — ® t r ( » ) + t < i , - = 0 
bekommen, wo 
<P:,3 = ß * ' ^ + 2.Q*' io; i, + {zykl.Jyjt 
bedeutet. Differenziert man die Gleichung (12. 18) kovariant nach x', und 
vertauscht dann die Indizes k, /, so wird man nach Elimination von £i|r|; eine 
Gleichung der Form 
s , | , ! [ t | / ] — + y * » — c ) r (¿¡Ii Rk]',j+v/V)=o 
erhalten. Benützt man jetzt die Identitäten von Ricci, wobei wieder ver-
möge (12.18) eliminiert wird, so erhält man bei Beachtung der schiefen 
Symmetrie von eine Gleichung, in der der Koeffizient von |,| r die Form: 
hat, wo der Tensor Qi/rki allein von den <2?k bzw. deren kovarianten Ablei-
tungen abhängt. 
Hat im Räume 2„ die Bewegungsgruppe l / 2 n ( n + l ) wesentliche Para-
meter, so muß dieser Koeffizient verschwinden. Setzt man r = /, so wird nach 
den Gleichungen (8.3) und (7.10) 
(12.19) (n—VRk^ + ölRr'ij^öjR;,— d'Rjk + Qk'ij. 
Nach (2.13) ist aber wegen A;jr—0 der Tensor M*jr in i,j schiefsymmet-
risch ; da aber der vollständige Riemannsche Krümmungstensor in den ersten 
beiden Indizes immer schiefsymmetrisch ist, gilt dies wegen (7.6) auch für 
den Hauptkrümmungstensor. Somit bekommt man aus der Relation (12. 19) 
(12.20) Rk'ij = (dj —<tRjk) + ^ - j - Qk'ij . 
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Ziehen wir den Index J" herunter, dann bekommt man nach Über -
. -Schiebung mit gtJ 
( 1 2 . 2 1 ) + 
Eine Über sch iebung von ( 1 2 . 2 0 ) mit gik ergibt wegen der schiefsymmetri-
schen Eigenschaften des Hauptkrümmungs tensors 
(12. 22) RKi = -jj^-y (gtJR—Rß) + - ^ j - Q'trj . 
A u s (12. 21) und ( 1 2 . 2 2 ) folgt, daß R ik d ie Form 
R,k= ~Rglk + Qit; 
liât, wo Qik allein von den i2'Jk und deren kovarianten Ableitungen abhängt . 
Subst i tuier t man Rik in die Gleichung (12 .20) , so bekommt man für den 
Haup tk rümmungs t enso r die im Theorem F angegebene Form. 
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